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1Uvod
Proces zakljucˇivanja i razumijevanja treba biti prisutan u svim podrucˇjima
matematicˇkog kurikuluma. Iako su aspekti formalnog zakljucˇivanja cˇesto naglasˇeni
u geometriji, ucˇenici c´e se rijetko susresti sa zakljucˇivanjem u ostalim dijelu
kurikuluma, kao sˇto je algebra. Medutim, kada su zakljucˇivanje i razumijevanje
prisutni u cijelom kurikulumu povezat c´e se sve grane matematike (aritmetika,
algebra, geometrija i statistika). Cilj ovog rada je prikaz zakljucˇivanja i
razumijevanja u geometriji i algebri.
U prvom poglavlju definiramo pojam zakljucˇivanja i razumijevanja te zasˇto su
oni bitni. Naveden je niz navika pomoc´u kojih se razvija i poboljˇsava zakljucˇivanje.
Vidjet c´e se vazˇnost matematicˇkog modeliranja kao i vazˇnost koriˇstenja tehnologije
prilikom rjesˇavanja zadataka.
U drugom poglavlju govori se o zakljucˇivanju u geometriji. Cˇitatelja se upoznaje
s Van Hielovom teorijom koja je vrlo korisna za ucˇenje geometrije. Na kraju su
navedeni i objasˇnjeni kljucˇni elementi zakljucˇivanja u ovom podrucˇju matematike,
zajedno sa primjerima.
Trec´e poglavlje nam govori o zakljucˇivanju i razumijevanju algebre. Na pocˇetku
se opisuje algebra koja se pojavljuje na sˇkolskoj razini kao i opis tradicionalne slike
o algebri. Nabrojani su i detaljnije opisani kljucˇni elementi zakljucˇivanja i
razumijevanja te su dani primjeri.
21 Zakljucˇivanje i razumijevanja
Matematika koja se ucˇi u sˇkolama priprema ucˇenike za daljnje obrazovanje i za
sudjelovanje na trzˇiˇstu rada u tri sˇiroka podrucˇja:
• matematika za zˇivot,
• matematika za radno mjesto,
• matematika za znanstvenu i tehnicˇku zajedicu.
Povec´avanjem potrazˇnje za matematicˇkom pismenosˇc´u, ucˇenici se susrec´u s
izazovima u sva tri podrucˇja. Izvjesˇtaj programa za medunarodnu procjenu ucˇenika
iz 2007. godine navodi da ucˇenici u Sjedinjenim Americˇkim Drzˇavama zaostaju
u matematicˇkoj pismenosti. Ovaj izvjesˇtaj definira matematicˇku pismenost kao
moguc´nost primjene matematike u analizi, zakljucˇivanju i efikasnom komuniciranju
te kao moguc´nost rjesˇavanja i interpretiranja matematicˇkih problema u
razlicˇitim situacijama. U ekonomiji i radnoj snazi prisutna je globalizacija i razvoj
tehnologije te je tradicionalni matematicˇki kurikulum cˇesto nedovoljan za potrebe
nekih podrucˇja. SAD je u opasnosti od gubljenja svojeg vodec´eg polozˇaja u znanosti,
tehnologiji, inzˇenjerstvu i matematici.
Usredotocˇenost na zakljucˇivanje i razumijevanje osigurat c´e da ucˇenici precizno
izvrsˇavaju matematicˇke procedure, razumiju zasˇto one rade te da znaju kako ih mogu
iskoristiti i kako interpretirati dobivene rezultate. Ovakvo razumijevanje prosˇirit c´e
ucˇenikove sposobnosti da po potrebi primijeni matematicˇke koncepte i alate u sva
tri gore navedena podrucˇja.
Kurikulum koji se temelji na zakljucˇivanju i razumijevanju pomoc´i c´e u
zadovoljavanju povec´ane potrazˇnje za znanstvenicima, inzˇenjerima i matematicˇarima
dok ucˇenike priprema za daljnji razvoj u profesionalnim, strukovnim ili tehnicˇkim
podrucˇjima. Istrazˇivanja su pokazala da ljudi tijekom svojeg zˇivota nekoliko puta
promjene karijeru i da c´e u buduc´nosti raditi poslove koji trenurno i ne postoje.
Vazˇnost matematike se povec´ava u sˇirokom spektru karijera, ukljucˇujuc´i financije,
oglasˇavanje, forenziku i sˇportsko novinarstvo. Naglasˇavajuc´i oboje, i sadrzˇaj i
sposobnost zakljucˇivanja, matematicˇki programi u sˇkolama mogu pomoc´i u
pripremanju ucˇenika da postanu radnicima koji su sposobni upravljati neistrazˇenim
podrucˇjima.
Najcˇesˇc´e se pod zakljucˇivanjem misli se na proces donosˇenja zakljucˇaka na
temelju dokaza ili navedenih pretpostavki. Iako je zakljucˇivanje vazˇan dio svih
3disciplina, ono predstavlja specijalnu i osnovnu ulogu u matematici. Zakljucˇivanje
je u matematici cˇesto shvac´eno kao formalno obuhvac´anje obrazlozˇenja ili dokaza, u
kojima su zakljucˇci logicˇki izvedeni iz pretpostavki i definicija.
Medutim, matematicˇko se zakljucˇivanje mozˇe pojaviti u puno oblika pocˇevsˇi od
neformalnog objasˇnjavanja i opravdavanja do formalnih dedukcija te induktivnih
opazˇanja. Zakljucˇivanje cˇesto zapocˇinje s istrazˇivanjem, nagadanjima na razlicˇitim
razinama, lazˇnim pocˇetcima i djelomicˇnim tumacˇenjima prije nego sˇto se dobije
rezultat. Kako ucˇenici tijekom svoga sˇkolovanja razvijaju repertoar sve
sofisticiranijih metoda rasudivanja i dokazivanja, standardi za prihvac´anje objasˇnjenja
trebaju postati sve strozˇi.
Razumijevanje smisla definiramo kao razvoj razumijevanja situacija, konteksta
ili koncepata tako da ih povezujemo s postojec´im znanjem. U praksi, zakljucˇivanje i
razumijevanje smisla je povezano, pocˇevsˇi od neformalnog opazˇanja pa do formalnih
dedukcija. Razumijevanje smisla se nalazi na jednom, neformalnom kraju, dok se
zakljucˇivanje, posebice dokazi, nalaze na drugom, formalnom kraju. Formalno
zakljucˇivanje se mozˇe temeljiti na donosˇenju zakljucˇaka u kojima se kroz niz opazˇanja
identificiraju zajednicˇki elementi te se uvida kako se ti zajednicˇki elementi povezuju
s vec´ dozˇivljenim situacijama. Dobar dokaz je onaj koji ujedno pomazˇe da pojedinac
razumije znacˇenje onoga sˇto se dokazuje, odnosno ne da vidi samo da je to tocˇno,
nego i zasˇto je tocˇno. Razvijanjem moguc´nosti donosˇenja zakljucˇaka povec´avaju se
formalni elementi.
Matematicˇko zakljucˇivanje i razumijevanje predstavljaju bitne ishode matematicˇkih
uputa, takoder su bitni kao sredstvo pomoc´u kojih ucˇenici upoznaju matematiku.
Prema NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) oni su temeljni
standardi dokazivanja.
U matematicˇke procese ubrajamo rjesˇavanje problema, tumacˇenje i dokaz rjesˇenja,
veze, komunikacije i izlaganje. To su sve oblici procesa donosˇenja matematicˇkih
zakljucˇaka i razumijevanje u skladu s ranijim definicijama. Bez zakljucˇivanja ne
mozˇemo rijesˇti problem ili nesˇto dokazat jer oni predstavljaju korake pomoc´u
kojih ucˇenik razvija matematicˇko zakljucˇivanje i stvara smisao matematicˇkim
idejama. Komunikacije, veze i metode izlaganja odabrane od strane ucˇenika moraju
podrzˇavati zakljucˇke i smisao te zakljucˇivanje mora biti ukljucˇeno u donosˇenje tih
odluka.
Dokaz je oblik komunikacije formalnog zakljucˇivanja koje je izgradeno na
smislenim temeljima te je vazˇan ishod matematicˇkog miˇsljenja.
4Dokaz mozˇe:
• objasniti zasˇto odredeni matematicˇkih rezultat mora biti tocˇan,
• razviti nezavisnost kod ucˇenika, odnosno mozˇe pruzˇiti potrebne vjesˇtine za
ocjenjivanje valjanosti vlastitih zakljucˇaka i zakljucˇaka drugih ucˇenika;
• otkriti veze i pruzˇiti uvid u temeljnu strukturu matematike.
Bez obzira na oblik dokaza, ucˇenici mogu koristiti formalno zakljucˇivanje kako bi
stvorili veze s prethodnim nastavnim jedinicama, prosˇirili razmiˇsljanja, podrzˇali
artikulaciju i potaknuli refleksiju.
Na srednjosˇkolskoj razini, zakljucˇivanje i procesi donosˇenja smislenih zakljucˇaka
su od velikog znacˇaja. U povijesti je zakljucˇivanje bilo ogranicˇeno na samo odabrana
podrucˇja sˇkolskog kurikuluma te u mnogim slucˇajevima nije bilo prisutno. Medutim,
naglasak na ucˇenikovom zakljucˇivanju i razumijevanje mozˇe pomoc´i ucˇenicima da
organiziraju svoje znanje na nacˇine koji c´e poboljˇsati razvoj svijesti o brojevima,
algebarskoj tecˇnosti, funkcionalnim odnosima, geometrijskom rasudivanju i statisticˇkom
miˇsljenju. Kada ucˇenici povezuju novo gradivo s vec´ postojec´im znanjem, imaju vec´e
moguc´nosti razumijeti i zadrzˇati nove informacije nego kada je novo gradivo
prezentirano kao niz izoliranih postupaka. Bez razumijevanja sadrzˇaja, ucˇenje novih
nastavnih jedinica postaje tezˇe kada se ne mozˇe povezati s vec´ naucˇenim sadrzˇajima
i vjesˇtinama. To znacˇi da se postupci mogu zaboraviti onako brzo kako se i naucˇe.
Promjenom fokusa na zakljucˇivanje i razumijevanje povec´at c´e se zakljucˇivanje i
poticanje na donosˇenje zakljucˇaka.
Zakljucˇivanje i razumijevanje nastavnih jedinica treba se pojavljivati svakog dana
na svakom satu matematike. U takvom okruzˇenju nastavnici i ucˇenici postavljaju
i daju odgovore na pitanja kao sˇto su Sˇto se dogada ovdje? i Zasˇto to mislite?
Koriˇstenje zakljucˇivanja i razumijevanja smisla ne treba predstavljati dodatan
teret nastavnicima koji imaju problema s ucˇenicima koji imaju tesˇkoc´e pri ucˇenju.
Struktura koju zakljucˇivanje donosi stvara bitnu podrsˇku za razumijevanje i
nastavak ucˇenja. Trenutno, mnogi ucˇenici imaju tesˇkoc´e zato sˇto smatraju
matematiku beznacˇajnom. Bez veza koje pruzˇaju zakljucˇivanje i razumijevanje mozˇe
se stvoriti beskonacˇan ciklus ponovnog ucˇenja onoga sˇto se vec´ prije ucˇilo. Dobrim
planiranjem nastavnici na svim satovima matematike mogu smatrati ucˇenike
odgovornima za vlastito ukljucˇivanje u proces zakljucˇivanja i razumijevanja.
5Nadalje, to navodi svakog ucˇenika da iskusi proces zakljucˇivanja, a ne da bude samo
promatracˇ.
Tehnologija se treba stratesˇki upotrebljavati kroz sˇkolski kurikulum kako bi
pomogla u dostizanju cilja.
Sljedec´i primjer pokazuje kako se zakljucˇivanje i razumijevanje smisla mozˇe
ukljucˇiti u ucˇenje formule udaljenosti koju mnogi ucˇenici smatraju tesˇkom za sjetiti
se.
Primjer 1. Udaljenost
Prvi slucˇaj prikazuje sˇto se cˇesto dogada kada se od ucˇenika trazˇi da izvedu
postupak naucˇen bez razumijevanja.
Nastavnik: Danas trebamo izracˇunati udaljenost izmedu srediˇsta kruzˇnice i tocˇke na
kruzˇnici kako bi odredili polumjer kruzˇnice. Tko se sjec´a kako se racˇuna udaljenost
izmedu dvije tocˇke?
Ucˇenik 1: Ne postoji li formula za to?
Ucˇenik 2: Ja mislim da je x1 plus x2 kvadrirano ili nesˇto slicˇno tome.
Ucˇenik 1: Tu je veliki znak za drugi korijen, ali se ne sjec´am sˇto ide ispod njega.
Ucˇenik 3: Ja znam! To je x1 plus x2 sve na kvadrat, zar ne?
Ucˇenik 4: Ne, to je formula za tocˇku poloviˇsta.
Rasprava se nastavlja na ovaj nacˇin sve dok nastavnik ne podsjeti razred na formulu.
Iduc´e godine, isti nastavnik je pokusˇao primijeniti drugacˇiji pristup kojim bi ukljucˇio
ucˇenike u rjesˇavanje problema. U sljedec´em slucˇaju vidimo ucˇenicˇko zakljucˇivanje.
Povezuju ono sˇto ucˇe s vec´ postojec´im znanjem te donose zakljucˇak o tome sˇto znacˇi
formula udaljenosti.
Nastavnik: Pogledajmo situaciju u kojoj trebamo nac´i udaljenost izmedu dvije
lokacija na mapi. Pretpostavimo da ova mapa pokazuje vasˇu sˇkolu, vasˇu kuc´u, koja
je smjesˇtena dva bloka prema zapadu i pet blokova prema sjeveru u odnosu na sˇkolu i
kuc´u vasˇeg najboljeg prijatelja, koje se nalazi 8 blokova istocˇno i jedan blok sjeverno
od sˇkole. Ako grad ima sistem jednako rasporedenih okomitih ulica, kroz koliko
blokova bi trebali proc´i vozˇnjom auta da od svoje kuc´e dodemo do prijateljeve?
Ucˇenik 1: Trebali bi proc´i 10 blokova prema istoku i sˇest blokova prema sjeveru, pa
pretpostavljam da bi to bilo 16 blokova, zar ne?
Nastavnik: Da. Sada, kada bi mogli koristiti helikopter da preletimo do prijateljeve
kuc´e, kako bi pronasˇli najkrac´u udaljenost? Radite u paru kako sjedite u klupi da
uspostavite sustav koordinatnih osi i nadete put kojim bi trebali proc´i autom da
dodete do prijateljeve kuc´e. Kada to napravite trebate izracˇunati direktnu udaljenost
6izmedu kuc´a kada mozˇete koristiti helikopter.
Ucˇenik 2: Sˇto ako koristimo sˇkolu kao srediˇste? Ne bi li onda moja kuc´a imala
koordinate (−2, 5), a prijateljeva (8,−1)?
Slika 1
Ucˇenik 1: Mislim da bi to moglo biti tocˇno. Idemo nacrtati put na ulicama koji
povezuju dvije kuc´e i nacrtati duzˇinu koja povezuje dvije kuc´e.
Ucˇenik 2: Mozˇda mozˇemo izmjeriti duzˇinu bloka i pronac´i udaljenost s ravnalom.
Ucˇenik 1: Upravo si nacrtao pravokutan trokut zato sˇto su ulice okomite.
Ucˇenik 2: Onda mozˇemo koristiti Pitagorin teorem: 102 + 62 = c2, pa je c =
√
136.
Ucˇenik 1: Koliko onda tu ima blokova?
Ucˇenik 2: Ne bi li udaljenost trebala biti izmedu 11 i 12 blokova, kako je
121 < 136 < 144? To bi onda bilo bliˇze 12 blokova jer je 136 puno bliˇzi 144.
Nastavnik prosˇiruje raspravu na razmatranje drugih primjera i na kraju donose
opc´enitu formulu.
Kako je nastavnik druge godine svojim ucˇenicima dao da pristupe formuli
udaljenosti s perspektive zakljucˇivanja i razumijevanja, ucˇenici su bolje razumjeli
tu formulu i zasˇto je ona tocˇna. Na taj je nacˇin povec´ana ucˇenikova moguc´nost
prisjec´anja i izvodenja formule udaljenosti.
1.1 Navike zakljucˇivanja
Fokusiranje na zakljucˇivanje i razumijevanje smisla proucˇavanog sadrzˇaja
podrazumijeva da nije dovoljno samo proc´i matematicˇke sadrzˇaje nego ucˇenici
trebaju iskusiti i razviti navike matematicˇkog zakljucˇivanja. Navike zakljucˇivanja
7su produktivan nacˇin miˇsljenja koji postaje ucˇestao u procesima postavljanja
matematicˇkih pitanja i donosˇenja zakljucˇaka. Sljedec´a lista navika zakljucˇivanja
prikazuje tipove razmiˇsljanja koji trebaju postati rutina i koji trebaju postati u
potpunosti ocˇekivani u razrednoj kulturi na svim satima matematike i na svim
razinama sˇkolovanja. Lista nec´e imati ucˇinak ako se prema njoj pristupa kao novom
skupu tema koje se trebaju poducˇavati u vec´ prepunom kurikulumu. Umjesto toga,
navike zakljucˇivanja se trebaju pazˇljivo integrirati unutar kurikuluma kako bi se
osiguralo da ucˇenici razumiju naucˇeno i naucˇeno mogu primijeniti.
• Analiziranje problema, na primjer:
– identificiranje bitnih matematicˇkih sadrzˇaja, postupaka ili izvoda koji
otkrivaju vazˇne informacije o problemu i koje pridonose rjesˇavanju
problema (na primjer: odabir modela za simulaciju
slucˇajnog eksperimenta);
– precizno definiranje bitnih varijabli i uvjeta ukljucˇujuc´i odgovarajuc´e
mjerne jedinice;
– trazˇenje uzoraka i veza (na primjer: sustavno ispitivanje slucˇajeva ili
stvaranje podatkovnih prikaza);
– traganje za skrivenom strukturom (na primjer: crtanjem pomoc´nih linija
u geometrijskim likovima ili trazˇenje ekvivalentnih oblika nekih izraza
koji c´e otkriti drugacˇije stajaliˇste problema)
– uzimanje u obzir posebnih slucˇajeva ili jednostavnih analogija;
– primjena ranije naucˇenih sadrzˇaja na nove problemske situacije koji se po
potrebi mogu prilagoditi i prosˇiriti;
– donosˇenje preliminarnih zakljucˇaka i pretpostavki ukljucˇuje predvidanje
sˇto bi rjesˇenje problema moglo ukljucˇivati ili stavljanje dodatnih ogranicˇenja
na rjesˇenja;
• Implementacija strategije, na primjer:
– namjerno koriˇstenje nekih postupaka;
– organiziranje rjesˇenja ukljucˇuje racˇunanje, algebarske manipulacije i
prikaze podataka;
8– donosˇenje logicˇkih zakljucˇaka koji se temelje na trenutnom napretku,
potvrdivanju pretpostavki ili prosˇirivanju pocˇetnih zakljucˇaka;
– prac´enje napretka prema rjesˇenju ukljucˇuje vlastito razmatranje ili
razmatranje drugih o odabranoj strategiji te razmatranje moguc´nosti
koriˇstenja drugih strategija;
• trazˇenje i koriˇstenje veza izmedu razlicˇitih matematicˇkih podrucˇja, razlicˇitih
konteksta i razlicˇitih prikaza;
• odrazˇaj rjesˇenja na problem, na primjer:
– interpretiranje rjesˇenja i kako ono odgovara problemu ukljucˇuje donosˇenje
odluka unutar nepouzdanih uvjeta;
– uzimanje u obzir smislenosti rjesˇenja;
– ponovno pregledavanje pocˇetnih pretpostavki o prirodi problema ukljucˇuje
svjesnost o posebnim slucˇajevima ili nemoguc´im rjesˇenjima;
– opravdavanje ili potvrdivanje tocˇnosti rjesˇenja ukljucˇuje koriˇstenje
dokaza;
– prepoznavanje opsega zakljucˇivanja za statisticˇko rjesˇenje;
– uskladivanje razlicˇitih pristupa da bi se rijesˇio problem;
– izbacivanje nepotrebnih argumenata kako bi se na prikladniji nacˇin opisao
proces dolaska do rjesˇenja;
– generalizacija rjesˇenja koja se pripisuju sˇiroj klasi problema i trazˇenje
veze s drugim problemima.
Neke se navike zakljucˇivanja mogu tumacˇiti tako da pripadaju vec´em broju
kategorije te se od ucˇenika ocˇekuje da se po potrebi koristi razlicˇitim navikama
zakljucˇivanja.
1.2 Napredovanje u zakljucˇivanju
Kada je zakljucˇivanje isprepleteno s razumijevanjem te kada nastavnici daju
potrebnu podrsˇku i povratne informacije, od ucˇenika se mozˇe ocˇekivati da pokazˇu
povec´anu razinu formalnosti u svojim zakljucˇivanjima tijekom sˇkolskih godina, kako
u usmenom tako i u pismenom radu te u donosˇenju nekih procjena. Zakljucˇivanje
9u matematici zahtjeva povec´anu razinu razumijevanja, a razine su navedene u
nastavku:
• empirijska razina, koja obuhvac´a empirijske dokaze koji podrzˇavaju ali ne
opravdavaju pretpostave koje su tocˇne u velikom broju slucˇajeva;
• predformalna razina, koja obuhvac´a tumacˇenja na intuitivnoj razini i
djelomicˇne argumente koji daju uvid u ono sˇto se dogada;
• formalna razina, koja obuhvac´a formalnu argumentaciju koja se temelji na
logici u utvrdivanju matematicˇke tocˇnosti ili u stvaranju statisticˇkih zakljucˇaka.
Ove razine pokazuju napredak od neformalnog zakljucˇivanja prema formalnom.
Medutim, svaka razina ima svoju vrijednost. Ucˇenici se mogu stalno pomicati medu
ovim razinama, cˇak i unutar istog matematicˇkog sadrzˇaja. Ovo pomicanje medu
razinama nije samo ocˇekivano, nego je i pozˇeljno. Tako ucˇenici sami razumiju smisao
i daju objasˇnjenje svome nacˇinu dolaska do zakljucˇka. Nastavnici predstavljaju
bitnu ulogu u poticanju ucˇenika da istrazˇuju sofisticiranije razine zakljucˇivanja.
Formalna argumentacija ukljucˇuje sposobnost ucˇenika da stvori
znacˇajne poveznice logicˇkim zakljucˇivanjem koje se temelje na odredenim
pretpostavkama, definicijama ili prethodnim rezultatima. Ukljucˇuje i ucˇenikovu
sposobnost cˇitanja i procjenjivanja zakljucˇaka drugih ucˇenika. Vazˇna je njihova
sposobnost da odrede tocˇnost argumenata, odnosno da razumiju sˇto argumenti
govore o idejama koje se razmatraju.
1.3 Razvoj navika zakljucˇivanja
Nastavnici pomazˇu ucˇenicima u napretku do viˇsih razina zakljucˇivanja koristec´i
dobro odabrane zadatke i pitanja otvorenog tipa. Ucˇenici tada ucˇe kako analizirati
svoj pristup rjesˇavanju problema, odnosno kako prepoznati prednosti i nedostatke
pristupa koji trenutno koriste te kako koristiti moc´ formalnog zakljucˇivanja pri
formuliranju i obrazlozˇenju matematicˇkih zakljucˇaka. U razredima prioritet treba
biti na nastavaku razvoja matematicˇkog zakljucˇivanja. Slijedi lista uputa kako
razviti te navike.
• Postaviti zadatke iz kojih ucˇenici trebaju samostalno stvoriti neke zakljucˇke.
• Od ucˇenika treba zahtijevati da problem izlozˇe svojim rijecˇima i da pri tome
iskazˇu vlastite pretpostavke o problemu.
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• Ucˇenicima treba dati dovoljno vremena kako bi analizirali problem na
intuitivnoj razini i dodatno ga istrazˇili koristec´i modele. Nakon toga treba
problemu pristupiti s formalne razine.
• Oduprijeti se tezˇnji da se ucˇenicima kazˇe rjesˇenje problema kada postanu
frustrirani. Treba pronac´i druge nacˇine pomoc´u kojih c´e se ucˇenicima pruzˇiti
podrsˇka tijekom njihovog samostalnog rada.
• Ucˇenicima treba postavljati pitanja koja c´e ih poticati na razmiˇsljanje. Neka
od tih pitanja su oblika Zasˇto je ovo tocˇno? ili Kako to znasˇ?
• Nakon sˇto se ucˇenicima postavi pitanje treba osigurati dovoljno vremena kako
bi oni mogli stvoriti vlastito miˇsljenje i dati odgovor.
• Poticati ucˇenike da postavljaju dodatna pitanja jedni drugima.
• Ocˇekivati da ucˇenici razgovaraju o svojim zakljucˇcima s ostalim ucˇenicima i s
nastavnikom, verbalno i pismeno, koristec´i pravilan matematicˇki vokabular.
• Naglasiti objasˇnjenje kroz primjere i od ucˇenika zahtijevati da daju osvrt na
ono sˇto cˇini ta objasˇnjenja efikasnim.
• U razredu treba stvoriti ozracˇje u kojem c´e se ucˇenici osjec´ati ugodno pri
dijeljenju svojih argumenata i pri kritiziranju argumenata drugih ucˇenika.
Nastavnici trebaju uputiti ucˇenike da koriste drugu literaturu koja im mozˇe
pomoc´i pri rjesˇavanju odredenih zadataka, dati prijedloge tehnika kojima c´e ispitati
tocˇnosti i slicˇno.
1.4 Zakljucˇivanje kao temelj matematicˇke kompetencije
Zakljucˇivanje i razumijevanje matematicˇkih sadrzˇaja su nerazdvojni u razvoju
matematicˇke kompetencije te su usko povezani. Tecˇnost pri izvrsˇavanju
matematicˇkih postupaka ukljucˇuje ucˇenje s razumijevanjem te znanje o tome koji
postupak kada treba provesti i s kojom svrhom. Kada zakljucˇivanje nije prisutno
ucˇenici mogu tocˇno izvesti matematicˇke postupke, ali isto tako mogu koristiti netocˇna
ili neutemeljena pravila kao na primjer ”drugi korijen sume je suma drugih korijena”.
Ucˇenici postupke mogu smatrati kao korake koje su im nastavnici rekli da trebaju
provesti umjesto da ih smatraju nizom odabranih koraka koji imaju odredenu svrhu
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i koji se temelje na matematicˇkim principima. Kada razumijevanje postupaka nije
ukorijenjeno u zakljucˇivanju i razumijevanju njihovog smisla, ucˇenici mogu tocˇno
izvesti te postupke, ali ih mogu smatrati samo nizom trikova. Rezultat toga su
potesˇkoc´e koje ucˇenici imaju prilikom odabira odgovarajuc´eg postupka za rjesˇavanje
zadataka ili njihove kompetencije u jednostavnim zadacima mogu nestati u
kompliciranijim situacijama. Prava proceduralna tecˇnost zahtjeva usavrsˇenost tehnicˇkih
vjesˇtina i razumijevanje kako bi se pravilno upotrijebile.
Standardi matematicˇkog znanja obuhvac´aju:
• konceptualno razumijevanje koje se odnosi na razumijevanje matematicˇkih
sadrzˇaja, operacija i veza,
• proceduralnu tecˇnost koja se odnosi na vjesˇtine fleksibilnog, tocˇnog, efikasnog
i prikladnog izvrsˇavanja postupaka,
• stratesˇke kompetencije koje se odnose na sposobnost formuliranja, prikazivanja
i rjesˇavanja matematicˇkih problema,
• prilagodljivo razmiˇsljanje koje se odnosi na sposobnost logicˇkog miˇsljenja,
objasˇnjavanja i opravdavanja,
• produktivno raspolaganje koje se odnosi na sklonost da se matematika
smatra korisnom i vrijednom truda, zajedno s vjerovanjem u marljivost i
vlastitu ucˇinkovitost.
Razvoj produktivnog raspolaganja predstavlja prioritet u sˇkolskim programima
matematike. On se mozˇe ostvariti samo ako su ucˇenici osobno ukljucˇeni u proces
matematicˇkog zakljucˇivanja i razumijevanja tijekom ucˇenja matematicˇkih sadrzˇaja.
1.5 Matematicˇko modeliranje
Alati i zakljucˇivanje o matematicˇkim procesima pomazˇu nam da razumijemo
i djejujemo u fizicˇkom i drusˇtvenom svijetu. Matematicˇko modeliranje ukljucˇuje
proces povezivanja matematike sa situacijama iz stvarnog svijeta. Slika 2 prikazuje
krug koji se koristi kako bi se u modeliranju organizirao proces zakljucˇivanja.
Prednost modeliranja je stvaranje poveznica izmedu razlicˇitih matematicˇkih
podrucˇja jer u raznim situacijama problemi iz stvarnog zˇivota zahtijevaju koriˇstenje
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Slika 2: Krug modeliranja
razlicˇitih matematicˇkih alata. Ucˇenici tako mogu kombinirati razlicˇite matematicˇke
ideje na nove nacˇine. Aktivnosti vezane za uspostavljanje matematicˇkih modela
omoguc´uju ucˇenicima vec´u zainteresiranost za matematiku sˇto unaprjeduje
matematicˇko zakljucˇivanje. Modeliranje pruzˇa moguc´nost razvoja novih matematicˇkih
ideja koje c´e se primjenjivati te mozˇe sluzˇiti kao temelj nastavnih jedinica.
1.6 Zakljucˇivanje i razumijevanje uz pomoc´ tehnologije
Tehnologija ima vazˇnu ulogu u drusˇtva pa tako i u mnogim matematicˇkim
istrazˇivanjima te bi zbog toga ucˇionice u kojima se izvodi nastava matematike trebale
odrazˇavati tu stvarnost. Tehnologija se mozˇe koristiti kako bi se u razredu
unaprijedili ciljevi zakljucˇivanja i razumijevanja nastavnih jedinica. Tehnologija
mozˇe biti izrazito korisna kod trazˇenja uzoraka i odnosa te pri donosˇenju zakljucˇaka.
Ona mozˇe olaksˇati ucˇenikovu preopterec´enost racˇunanjem te mu tako dati slobodu
da stratesˇki razmiˇslja o problemu. Probleme mozˇemo prikazati na viˇse nacˇina i
te prikaze mozˇemo dinamicˇki povezati. To nam nudi priliku da izvrsˇimo znacˇajne
postupke iz kojih se mogu vidjeti posljedice. Tehnologija takoder mozˇe biti korisna
pri generalizaciji rjesˇenja.
Uvodenje tehnologije u ucˇionice ne treba zasjeniti razvoj proceduralnih vjesˇtina
jer su one potrebne ucˇeniku za daljnji matematicˇki razvoj. Tehnologija se treba
koristiti kao alat koji c´e pomoc´i pri boljem razumijevanju matematicˇkih sadrzˇaja.
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2 Zakljucˇivanje i razumijevanje u geometriji
Geometrija je grana matematike u kojoj se ucˇenici susrec´u s matematicˇkim
dokazima koji se temelje na formalnom zakljucˇivanju. Dokaz je aktivnost rjesˇavanja
problema, a ne postupak koji se mozˇe provoditi rutinski. Njih treba na prirodan
nacˇin uvesti u sva podrucˇja kurikuluma. U dijelu kurikuluma koji se odnosi na
geometriju dokazi su utemeljeni fokusiranjem na zakljucˇivanje i razumijevanje.
Dodatno, geometrija ima poveznica sa svim ostalim granama matematike i ima
vazˇnu ulogu u svakodnevnom zˇivotu. Geometrijske ideje cˇine znacˇajan dio mnogih
visoko tehnolosˇkih razvitaka, ukljucˇujuc´i TV prijemnike visokih rezolucija, globalne
navigacijske sustave, racˇunalne animacije, racˇunalnu tomografiju (CT), telefonske
mrezˇe, robotiku i virtualnu stvarnost.
Prilikom planiranja nastavnih jedinica iz geometrije zadaci se mogu poredati
tako da zapocˇnu s vrlo izravnim problemima, kao sˇto je jednostavna skica na kojoj
nedostaje neka vrijednost. Zadaci s vremenom postaju sve slozˇeniji tako da se na
kraju treba nesˇto dokazati. Van Hielova teorija je bila vrlo korisna kod davanja
prijedloga da geometrija zahtjeva viˇsu razinu miˇsljenja. Prema njoj ucˇenici trebaju
rijesˇiti viˇse zadataka na nizˇim razinama kako bi mogli ostvariti uspjeh na viˇsim
razini miˇsljenja.
Povezivanje nastavnih jedinica mozˇe biti najbolja strategija kojom bi ucˇenici
mogli razumjeti cilj lekcije. Geometrijske probleme je potrebno prikazati na nacˇin
pristupacˇan ucˇenicima kako bi oni mogli iskoristiti svoje dosadasˇnje znanje u rjesˇavanju
te ih ujedno motivirati kako bi mogli prosˇiriti svoje znanje. Vazˇna je pravilna
organizacija problema. Medutim ona nec´e osigurati svim ucˇenicima da poboljˇsaju
svoje zakljucˇivanje i razumijevanje. Cilj je postic´i da svi ucˇenici imaju jednake
moguc´nosti za poboljˇsanjem te izbjec´i opasnost prac´enja ucˇenika po njihovim
sposobnostima. U razredima u kojima se prate sposobnosti ucˇenika, oni koji su
nisko rangirani cˇesto imaju ogranicˇenu izlozˇenost matematicˇkom obrazovanju visoke
kvaliteta. Sˇkolski sustav treba biti pravedan i prilagodljiv prema svim ucˇenicima.
2.1 Van Hielova teorija
Teorija Nizozemca Pierra van Hiela objasˇnjava zasˇto veliki broj ucˇenika ima
problema s geometrijom, posebno s formalnim dokazima. Dao je nekoliko prijedloga
kako izbjec´i ove probleme. Njegova teorija sastoji se od pet razina miˇsljenja kroz
koje c´e ucˇenici stec´i sposobnost izvodenja formalnih dokaza i razumijevanja. Razine
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su:
0. razina: Prepoznavanje ili vizualizacija zapocˇinje neverbalnim miˇsljenjem.
Oblicima se sudi po onome na sˇto nalikuju. Na ovoj razini ucˇenici mogu
razvrstati oblike u skupine koje su im na neki nacˇin slicˇne. Na primjer, ucˇenici
tvrde da li je neki lik kvadrat jer vide da je to kvadrat ili je to pravokutnik
koji izgleda kao kutija.
1. razina: Analiza zahtjeva vjesˇtine crtanja i govora. Djeca na ovoj razini misle o
svojstvima. Ne donose zakljucˇke zato sˇto im nalikuju na nesˇto. Mogu navesti
niz svojstava nekog lika, ali ne mogu uocˇiti nikakve odnose medu tim
svojstvima. Ne shvac´aju da iz nekih svojstva mogu slijediti neka druga. Ovdje
je vazˇan nacˇin izrazˇavanja prilikom opisivanja oblika. Na primjer,
jednakostranicˇan trokut ima svojstva kao sˇto su: tri stranice; sve stranice
jednake duljine; tri jednaka kuta i simetrija. Ucˇenici mozˇda nec´e moc´i
zakljucˇiti iz svojstva da ako su sve stranice trokuta jednake da su onda svi
kutovi jednaki. To znacˇi da svojstva josˇ uvijek nisu logicˇki poredana.
2. razina: Neformalna dedukcija takoder zahtjeva vjesˇtinu govora. Ucˇenici ne
samo da mogu razmiˇsljati o svojstvima nego mogu i uocˇiti odnose unutar i
izmedu oblika. Ovdje su svojstva logicˇki poredana, pa se zakljucˇci o
svojstvima mogu izvoditi jedan iz drugog; jedno svojstvo prethodi ili slijedi
iz drugog svojstva. Sposobni su formulirati smislene definicije te donositi i
pratiti argumente pri neformalnom zakljucˇivanju.
3. razina: Dedukcija zahtjeva logicˇke vjesˇtine. Ucˇenici razmiˇsljaju o vezama
medu svojstvima oblika i razumiju veze izmedu aksioma, definicija, teorema,
korolara i postulata. Razumiju kako da izvedu formalni dokaz i razumiju zasˇto
je on potreban. Srednjosˇkolska geometrija zahtjeva razumijevanje geometrija
na razini formalne dedukcije.
4. razina: Strogost zahtjeva moguc´nost primjene. Ucˇenici na ovoj razini razmiˇsljaju
u terminima apstraktnog matematicˇkog sistema. Objekt pazˇnje je
aksiomatski sustav, a ne samo dedukcija unutar sustava te se razumiju razlike
i odnosi medu razlicˇitim sustavima. Ovo je razina studenata matematike i
samih matematicˇara.
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Van Hielova teorija je poznata po svojoj hijerarhijskog strukturi. Svaka od pet
razina opisuje proces razmiˇsljanja koji je koriˇsten u geometrijskom smislu. Svaka
razina opisuje nacˇin razmiˇsljanja i koji tip geometrijskih ideja se koristi. Napredak
po razinama utjecˇe na mijenjanje geometrijskog miˇsljenja o objektu. Razine ne ovise
o dobi ucˇenika, nego o njihovom iskustvu. Svaka razina se nastavlja na prethodnu
sˇto znacˇi da ucˇenici prolaskom kroz svaku razinu poboljˇsavaju svoju razumijevanje.
Kako bi se pomicali s jedne razine na sljedec´u trebaju imati sˇto viˇse iskustva u
kojem su aktivno ukljucˇeni u istrazˇivanja i rasprave o opazˇanjima oblika, svojstva i
veza. Ako je jezik koji se koristi iznad razine ucˇenikovog razumijevanja, oni c´e moc´i
naucˇiti sve procedure i zapamtiti ih bez razumijevanja. Iz tog razloga nastavnik
mora shvatiti da ucˇenici mnoge izraze razumiju na drugacˇiji nacˇin nego on sam te
treba prilagoditi svoj nacˇin izrazˇavanja.
Velik broj istrazˇivanja o ucˇenikovim zakljucˇivanjima i razumijevanjima u ovom
podrucˇju podupire Van Hielove razine razmiˇsljanja.
2.2 Kljucˇni elementi zakljucˇivanja i razumijevanja u geome-
triji
Kljucˇni elementi zakljucˇivanja i razumijevanja smisla nastavnih sadrzˇaja
geometrije ukljucˇuju:
• pretpostavke o geometrijskim objektima - analiza pretpostavki te induktivno
zakljucˇivanje o odnosima kako bi se donijeli zakljucˇci;
• oblikovanje i vrednovanje geometrijskih argumenata - razvoj i vrednovanje
deduktivnih argumenata, bili oni formalni ili neformalni, o likovima i njihovim
svojstvima koji pomazˇu pri boljem razumijevanju geometrijske situacije;
• viˇsestruki geometrijski pristupi - analiza matematicˇkih situacija koriˇstenjem
sinteze i transformacija koordinatnog sustava;
• geometrijske veze i modeli - primjena geometrijskih ideja u drugim podrucˇjima
matematike, drugim disciplinama i situacijama iz stvarnog zˇivota.
16
2.2.1 Pretpostavke o geometrijskim objektima
Stvaranje pretpostavki je temeljna navika zakljucˇivanja u matematicˇkom
istrazˇivanju. Geometrija nudi mnoge moguc´nosti za razvoj navika zakljucˇivanja kroz
mnosˇtvo zanimljivih i cˇesto iznenadujuc´ih vizualnih i mjerljivih geometrijskih veza.
Ucˇenici mogu stvarati pretpostavke analiziranjem planarnih i specijalnih postavki
ili ispitujuc´i mogu li odredene postavke postojati. Pretpostavke pokrec´u njihovu
prirodnu znatizˇelju ne samo o tome sˇto se mozˇe dogoditi nego i zasˇto bi se to
moglo dogoditi trazˇec´i potvrdu ili negaciju pretpostavke. Proces trazˇenja i
stvaranja pretpostavki daje ucˇenicima moguc´nost da postanu zadubljeni u
matematiku te da prodube svoje razumijevanje matematicˇkih odnosa i da usavrsˇe
sposobnosti vrednovanja tih odnosa. Stvaranjem pretpostavki o novim situacijama
ucˇenici ucˇe kako primijeniti matematiku u novim situacijama, a to danas u svijetu
predstavlja trazˇenu vjesˇtinu.
Sljedec´i primjer pokazuje kako ucˇenici donose matematicˇke pretpostavke vezane
za situaciju iz stvarnog zˇivota. Osim sˇto je rezultat koristan sam po sebi, takav
sadrzˇaj
• omoguc´uje prepoznatljivu i zanimljivu situaciju u koju se ucˇenici mogu udubiti
u svrhu matematicˇke analize,
• nudi viˇse prihvatljivih metoda za istrazˇivanje situacije u svrhu stvaranja
pretpostavki i
• potvrduje cˇinjenicu da je matematika svugdje oko nas.
Primjer 2. Uslikaj zgradu
U fotografiranju vodoravni kut gledanja prikazuje prostor koji se promatra kroz
lec´u pri c´emo lec´a kamera predstavlja vrh (Slika 3a).
Shelly zˇeli uslikati zid zgrade koji se nalazi na ravnoj povrsˇini i koji je ukrasˇen
grafitima. Zˇeli uslikati cijelu sˇirinu zgrade bez obzira na to sˇto nec´e uslikati i njezinu
visinu. Vodoravna sˇirina slike je stalna. Koristi kameru s fiksnim kutom gledanja
od 50◦ i zˇeli uslikati tu stranu zgrade u razini oka. Pronasˇla je jedno mjesto koje
odgovara i ono je na slici 3(b) oznacˇeno sa P . Medutim ona vjeruje kako mozˇe
uslikati zgradu i kada stoji na drugim mjestima. Odredite sve pozicije gdje Shelly
mozˇe stajati pri tome da su zadovoljeni njezini kriteriji.
Istrazˇite situaciju, zapiˇsite pretpostavke o moguc´im mjestima i ako mozˇete,
opravdajte.
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(a)
(b)
Slika 3
Cilj je da na kraju stvorite pretpostavku o punom rasponu moguc´nosti mjesta
s kojih mozˇe slikati. Pripremite se da jasno opravdate svoje pretpostavke kao i
istrazˇivanja koja ste proveli i zakljucˇke kojima c´ete objasniti kako ste dosˇli do tih
pretpostavki.
Za izvodenje sata potreban je program dinamicˇke geometrije koji sadrzˇi datoteku
sa slikom 3(a), tiskani primjerak slike i fizicˇki primjerak kuta koji se ne mozˇe
mijenjati ili se mozˇe koristiti prava kamera i zid kako bi se olaksˇalo trazˇenje moguc´ih
mjesta.
Nastavnik: Sˇto mislite s kojih bi lokacija Sally mogla slikati zgradu?
Ucˇenik 1: Mislim da mozˇe stajati u tocˇki koja se nalazi tocˇno u sredini.
Nastavnik: Sˇto misliˇs pod tim u sredini?
Ucˇenik 1: Mislim da bih ja stajao u tocˇki na slici koja je jednako udaljena od tocˇke
A i B.
Ucˇenik 2: To znacˇi da bi ta tocˇka bila negdje na simetrali duzˇine AB koja predstavlja
krajeve zgrade jer je simetrala duzˇine skup tocˇaka koje su jedno udaljene od tocˇke A
i B.
Nastavnik: Kako bi nasˇli tu tocˇku?
Ucˇenik 3: Ja bi stavila tocˇku na simetrali AB i pomicala bi ju gore-dolje dok kut u
potpunosti ne bi odgovarao duzˇini.
Nastavnik: Dobro, to daje neke detalje o tome kako netko mozˇe pronac´i drugu tocˇku.
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Ima li netko ideje o drugim moguc´im vrhovima?
Ucˇenik 2: Na temelju mog iskustva s fotoaparatom, mislim da postoji puno mjesta
gdje se mozˇe stati kako bi se mogla uslikati cijeli zid zgrade.
I drugi ucˇenici se slazˇu s ovom pretpostavkom. Jedan ucˇenik je predlozˇio kako bi
moguc´a mjesta stajanja trebale imati svojstvo simetrije u odnosu na simetralu AB.
Nastavnik: Koristec´i program dinamicˇke geometrije ili fizicˇku manipulaciju nacrtajte
skup tocˇaka koji predstavlja gdje bi Sally mogla stajati kako bi uslikala zˇeljeni zid
zgrade. Provjerite mozˇete li iz ovog istrazˇivanja doc´i do nekih drugih pretpostavki.
Ucˇenik 4: Cˇini se da se sve tocˇke nalaza na kruzˇnom luku koji ide od tocˇke A do
tocˇke B iako fotograf ne mozˇe stajati u tim tocˇkama.
Slika 4
Nastavnik dodatno olaksˇava raspravu tako da glavni zakljucˇak iskazuje koristec´i se
apstraktnim pojmovima: ”Na danoj duzˇini AB i odredenoj strani pravca AB svaka
tocˇka P s te strane AB sa svojstvom da ]APB = 50◦ lezˇi na kruzˇnom luku koji
sadrzˇi A i B.” Ovaj zakljucˇak nije odmah donesen. Postavljen je niz pitanja kako bi
ucˇenici mogli doc´i do ovog zakljucˇka, a ta pitanja su:
1. Mozˇemo li nac´i kruzˇni luk o kojem govorimo? Odnosno mozˇemo li nac´i kruzˇnicu
koja sadrzˇi ovaj kruzˇni luk?
2. Hoc´e li svaka tocˇka na luku osim tocˇaka A i B predstavljati mjesto gdje Sally
mozˇe stajati?
3. Postoje li tocˇke koje zadovoljavaju uvijete a da se ne nalaza na tom kruzˇnom
luku?
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2.2.2 Oblikovanje i vrednovanje geometrijskih argumenata
Kao sˇto smo vidjeli u prethodnom primjeru, donosˇenje pretpostavki predstavlja
prvi korak u matematicˇkom istrazˇivanju. Nakon sˇto donesu pretpostavke, ucˇenici
ih trebaju opravdati ili pokazati da one ne vrijede. Iako glavna pretpostavka u
prethodnom primjeru nije odmah donesena, provedena aktivnost prirodno vodi do
donosˇenja nekoliko bitnih geometrijskih rezultata koje proizlaze iz prvog pitanja.
Sljedec´i primjer odgovara na prvo pitanje postavljeno na kraju drugog primjera,
a ono glasi ”Koja kruzˇnica sadrzˇi trazˇeni luk?” Pomoc´u primjera ostvaruje se
napredak tako da ucˇenici utvrduju cˇinjenicu da u ravnini tri nekolinearne tocˇke lezˇe
na jedinstvenoj kruzˇnici. On c´e se dodatno ostvariti kada ucˇenici dokazˇu teorem
o srediˇsnjem i obodnom kutu te zakljucˇe da svaka tocˇka P na pretpostavljenom
kruzˇnom luka zadovoljava uvjet da je ]APB = 50◦. Ucˇenici trebaju dokazati da
niti jedna druga tocˇka na istoj strani pravca AB ne mozˇe biti vrh tog kuta. U trec´em
primjeru koristi se navika zakljucˇivanja trazˇenja pomoc´nog lika, u ovom slucˇaju to
je pomoc´ni pravac.
Primjer 3. Tocˇke kruzˇnice
Ucˇenici su podjeljeni u grupe i trebaju odlucˇiti kako pronac´i kruzˇnicu koji sadrzˇi
kruzˇni luk na kojemu se nalaze sve tocˇke s kojih se mozˇe uslikati zid zgrade. Nakon
kratkog vremena grupe izlazˇu svoje istrazˇivanje.
Grupa 1: Mi mislimo da trebamo pronac´i srediˇste i polumjer kruzˇnice.
Grupa 2: Mi mislimo da trebamo pronac´i samo srediˇste kruzˇnice. Ne trebamo trazˇiti
polumjer jer znamo barem jednu tocˇku koja se na kruzˇnici, bilo to tocˇka P iz
prethodnog primjera ili jedna od tocˇaka A i B koje su dio pretpostavke. Mozˇemo
koristiti srediˇste i jednu od ove tri tocˇke kako bi nacrtali cijelu kruzˇnicu.
Grupa 3: Mi mislimo da srediˇste treba biti tocˇka duzˇine AB koja se nalazi na polovici
izmedu A i B. Polumjer treba biti polovica duljine AB.
Ucˇenici opet u grupama raspravljaju o ovim i moguc´im novim idejama. Nakon nekog
vremena opet izlazˇu svoje zakljucˇke.
Grupa 4: Testirali smo hoc´e li poloviˇste AB biti srediˇste. Kruzˇnica nije prolazila kroz
tocˇku P koja nam je dana pa u ovom slucˇaju poloviˇste nije srediˇste kruzˇnice. Zatim
smo koristili program dinamicˇke geometrije kako bi nacrtali kruzˇnicu koji prolazi tim
tocˇkama i odredili njegovo srediˇste. Dobili smo poprilicˇno dobru kruzˇnicu. Nismo
mislili da c´e ona odgovarati svim tocˇkama zato sˇto smo ih pribliˇzno postavili na
mjesta gdje bi se trebali nalaziti vrhovi kutova od 50◦. Sad smo josˇ viˇse uvjereni da
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postoji kruzˇnica koja prolazi tocˇkom P koju smo koristili za kut od 50◦ i kroz tocˇke
A i B. Nakon toga smo razmiˇsljali o srediˇstu i slozˇili se da srediˇste mora biti na
jednakoj udaljenosti od A i B zato sˇto kroz njih prolazi kruzˇnica. Kao i u prethodnom
primjeru, srediˇste kruzˇnice mora biti na simetrali AB i na njoj se nalazilo srediˇste
nacrtane kruzˇnice. Onda je netko iz grupe uocˇio da isti nacˇin zakljucˇivanja vrijedi i
za tocˇke A i P . Ovo vrijedi zato sˇto kruzˇnica prolazi kroz A i P pa njegovo srediˇste
treba lezˇati na simetrali AP . Nasˇem crtezˇu smo dodali tu simetralu i uocˇili da se te
dvije simetrale sijeku u jednoj tocˇki koju smo oznacˇili s G. To je jedina tocˇka koja
lezˇi na obje simetrale, pa je to jedina moguc´a tocˇka za srediˇste kruzˇnice. Iz ovoga
mozˇemo nacrtati kruzˇnicu tako da odaberemo srediˇste i jednu tocˇku izmedu A,P ili
B.
Nastavnik: Nemojte josˇ crtati kruzˇnice. Pokazali ste da ako postoji kruzˇnica kroz
tocˇke P,A i B onda srediˇste mora biti G. Mozˇe li mi neka grupa dokazati da takva
kruzˇnica sigurno postoji - da vam se ovaj put nije samo posrec´ilo s tocˇkama ili da
je crtezˇ netocˇan? Opet radite na tome u grupama.
Nakon nekoliko minuta nova grupa je spremna pokazati svoj dokaz.
Grupa 5: Ako pretpostavimo da imamo tri nekolinearne tocˇke P,A i B te ako je
G sjeciˇste simetrala AB i AP pokazat c´emo da je G srediˇste kruzˇnice koje prolazi
kroz P,A i B. Konstruirali smo duzˇine GP , GA i GB. GP i GA moraju biti
jednakih duljina zato sˇto se G nalazi na simetrali AP . Isto tako GA i GB moraju
biti jednakih duljina zato sˇto se G nalazi na simetrali AB. Kako su obje duzˇine GP
i GB jednakih duljina kao i GA, sve tri duzˇine moraju biti jednakih duljina. Ako
nacrtamo kruzˇnicu sa srediˇstem G i polumjerom jednakoj duljini GA kruzˇnica c´e
definitivno prolaziti kroz tocˇke P,A i B.
Nastavnik je nakon ovog dokaza pitao imaju li ostali kakvih komentara ili kritika na
izlaganje zadnje grupe i oni nisu postojali. On navodi kako ova rasprava nudi tri
rezultata:
1. Tri nekolinearne tocˇke u ravnini odreduju jedinstven kruzˇnice.
2. (Algoritam konstrukcije kruzˇnice) Srediˇste kruzˇnice se mozˇe odrediti tako da
pronademo tocˇke sjeciˇsta simetrala od bilo koje dvije stranice trokuta kojemu
su vrhovi nekolinearne tocˇke.
3. Simetrale duzˇina triju stranica trokuta sijeku se u jednoj tocˇki.
Prva dva rezultata proizlaze direktno iz rasprave, a trec´i je usko povezan. Ucˇenici
su za zadac´u morali dokazati prvu i trec´u izjavu. U nekim slucˇajevima ovi zadaci
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zahtijevaju organizaciju, generalizaciju i prosˇirivanje argumenata danih u raspravi.
U drugim slucˇajevima oni ukljucˇuju dodavanje detalja. Za drugu izjavu od ucˇenika
se trazˇila da napiˇsu algoritam, odnosno da dobro definiraju niz koraka potrebnih za
konstrukciju kruzˇnice kroz tri nekolinearne tocˇke u ravnini.
Trec´i primjer se nadovezuje na drugi te c´e se oni pojaviti u kurikulumu nakon sˇto
ucˇenici naucˇe neka svojstva okomitosti kao sˇto je svojstvo da tocˇka lezˇi na simetrali
duzˇine ako i samo ako je jednako udaljena od krajnjih tocˇaka te duzˇine. Ovi primjeri
c´e se pojaviti prije geometrijskih svojstava kruzˇnice i na kraju c´e dovesti do teorema
o srediˇsnjem i obodnom kutu.
Kroz ove primjere mozˇe se jasno vidjeti napredak u razinama zakljucˇivanja.
Ucˇenici su zapocˇeli istrazˇivanje na empirijskoj razini te presˇli na neformalnu razinu
jer predlazˇu pocˇetne zakljucˇke kao na primjer da luk kruzˇnice prolazi kroz krajnje
tocˇke A i B. Kasnije se rasprava provodi s povec´anim formalnim zakljucˇivanjem, te
dostizˇe vrhunac u zakljucˇcima koji su podrzˇani dokazima.
Opravdanost rjesˇenja nije odredena nacˇinom na koje je ono prezentirano. Dokaz
u dva stupca nije nuzˇno bolji nego dokaz dan u obliku odlomka. Zapravo, stroga
privrzˇenost odredenom obliku dokaza mozˇe povec´ati pozornost na oblik umjesto na
funkciju dokaza. Tako se sprjecˇava kreativnost pri koriˇstenju razlicˇitih navika
zakljucˇivanja te otezˇava moguc´nost uspjesˇnog razumijevanja matematicˇkih
posljedica nekih argumenata. Zatim, lakoc´a stvaranja lanaca zakljucˇivanja pri
izgradnji matematicˇkih dokaza cˇesto zahtjeva snalazˇljivost u odabiru strategija,
intuiciju i dobru procjenu.
2.2.3 Viˇsestruki geometrijski pristupi
Geometrijskim problemima se mozˇe pristupiti na viˇse nacˇina ukljucˇujuc´i i
koordinatni pristup iz prvog primjera. On primjenjuje algebarske sadrzˇaje u
geometriji i obrnuto.
Vrijednost geometrijskih transformacija je prepoznata prije viˇse od 30 godina,
ali josˇ uvijek mnogi kurikulumi njima ne pridaju dovoljno pozornosti.
Geometrijske transformacije ukljucˇuju translaciju, rotaciju, simetriju i
homotetiju. One pruzˇaju josˇ jedan koristan pristup pri razumijevanju geometrijskih
veza i odnosa te uzimaju u obzir sukladnost, slicˇnost i simetriju.
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2.2.4 Geometrijske veze i modeli
Veza izmedu geometrije i algebre je vidljiva prilikom koriˇstenja koordinatne
geometrije kako bi se opravdala geometrijska svojstva. Geometrijske ideje povezuju
se s idejama iz drugih podrucˇja matematike. Takve veze prirodno proizlaze i korisne
su u situacijama matematicˇkog modeliranja.
Sljedec´i primjer sadrzˇi niz zadataka koji ukljucˇuju ucˇenike u proces
modeliranja koji obuhvac´a sve elemente koji predstavljaju standarde matematicˇkog
znanja. U njemu se ideje iz geometrije, trigonometrije, algebre, funkcija, brojeva
i mjera koriste kako bi se modelirao problem koji je jednostavan za formulirati i
zapocˇeti, ali kasnije postaje sve slozˇeniji. Problem predstavlja situaciju iz stvarnog
zˇivota: kamion se zaglavio ispod mosta. U prvom i drugom dijelu zadatka ucˇenici
prikupljaju neke informacije kao sˇto je nagib mosta te stvaraju matematicˇki model
tako da pojednostave pretpostavke.
Primjer 4. Most
Matematicˇar Henry Pollak proucˇavao je zasˇto se prikolice traktora cˇesto zaglave
ispod nekog podvozˇnjaka kada je ”maksimalni razmak“ jasno oznacˇen znakom koji
ukazuje visinu mosta. Most koji se razmatra je ravan i smjesˇten u podnozˇju ceste
koja se spusˇta (Slika 5a).
1. U pocˇetnom zadatku ucˇenici trebaju skicirati ovu situaciju i navesti
pretpostavke do kojih su dosˇli. Na slici je jedan par kotacˇa prikolice podignut
na padajuc´em dijelu cesta te zbog tog polozˇaja je dio prikolice na vec´oj visini
nego sˇto bi bio na ravnoj povrsˇini. Pravo pitanje je koliko je prikolica viˇsa.
Model koji su ucˇenici konstruirali najvjerojatnije ima ili posjeduje slicˇne
karakteristike kao slika 5b). Takav model treba sadrzˇavati duzˇinu PQ koja
predstavlja opasnu visinu na kojoj prikolica mozˇe udariti most. On mozˇe
sadrzˇavati pojednostavljene pretpostavke (kotacˇi su prikazani pomoc´u krugova
i cesta pomoc´u dvije ravne linije, odnosno duzˇine). Nakon rasprave ucˇenici
mogu odlucˇiti da u stupnjevima izmjere nagib ceste. U ovom primjeru je nagib
ceste g ogranicˇen na 7◦. Ucˇenicima mozˇe biti dan model na racˇunalu kako bi
istrazˇili promjene u razlicˇitim dimenzijama prikolice i mjesta koja mogu
utjecati na opasnu visinu PQ. Jedna od varijabli je udaljenost prikolice od
mosta. Druga, suptilnija varijabla je udaljenost izmedu osovina kotacˇa pri
cˇemu dio prikolice koji prelazi osovine kotacˇa ne utjecˇe na visinu te se ona
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(a) (b) (c)
Slika 5
mozˇe ignorirati. Model se mozˇe dodatno pojednostaviti tako da se uklone kotacˇi
prikolice (Slika 5c).
2. U sljedec´em zadatku se od ucˇenika trazˇilo da ispitaju sˇto su mogli propustiti
ili pogresˇno napraviti pri pojednostavljenju problema u prvom dijelu zadatka.
Ovdje su ucˇenici trebali uocˇiti da uklanjanjem kotacˇa i spusˇtanjem prikolice
ne smanjuju opasnu visinu za vrijednost jednaku promjeru kotacˇa. Lijevi,
podignuti kraj skrac´ene prikolice je spusˇten malo viˇse nego desni te ovakva
pozicija ima dodatan utjecaj na opasnu visinu. Analiziranje
pojednostavljenog modela pomazˇe da analiziramo pocˇetnu situacija sa slozˇenijim
modelom u kojem prikolica ima kotacˇe.
3. Iduc´e, neka d predstavlja duljinu PQ, w mjeru kuta ]PBH (nagib prikolice),
s duljinu PB (koliko daleko se prikolica nalazi ispod mosta) te g nagib u
stupnjevima. Ucˇenici trebaju provjeriti kada je opasna visina d najvec´a s
obzirom na w ili s ili oboje.
Jedna grupa je koristila program dinamicˇne geometrije kako bi pratila graf
opasne visine d kao funkciju od w kao sˇto je prikazano na slici 6. Stavili su da
je g = 7◦. Oni nisu mogli pronac´i simbolicˇki prikaz ove funkcije i koristili su
nekoliko malih vrijednost za g. Svaki put je opasna visina bila vec´a od w = g2 .
Druga grupa je koristila velike kutove za nagib, na primjer 55◦, i za takve
kutove zakljucˇak prve grupe nije vrijedio. Drugi ucˇenici su prigovorili ovoj
grupi kako tako veliki nagib nije realan i da nije unutar granica modela.
Nakon dodatnog rada, trec´a grupa je prezentirala teorijske dokaze koji daju
uvid i podrzˇavaju tvrdnju da se maksimalna vrijednost opasne visine dogada
kada je w = g2 , pri cˇemu g ima male vrijednosti koje model dopusˇta.
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Slika 6
4. U zadnjem zadatku ucˇenici trebaju izraziti opasnu visinu d koristec´i nagib
prikolice w. Dopusˇteno im je koriˇstenje drugih mjera koji su povezani s
modelom kao sˇto je s (udaljenost prikolice ispod mosta prikazana duzˇinom
PB) te duljina skrac´ene prikolice koja je prikazana duzˇinom GB ili neke druge
mjere vezane za ovu situaciju. Ucˇenici su opet koristili trigonometriju jer se
ona pokazala korisnom te su dobili formulu d = s · tgw + hcosw pri cˇemu je h
originalna visina traktora, odnosno h = |QT |.
Za zadac´u trebaju istrazˇiti kolika prihvatljiva visina prikolice i koja je duljina
prikolice izmedu tocˇaka G i B prihvatljiva. Dodatno, za w = g2 i |GB| = m trebaju
odrediti vrijednost s. Kako bi to napravili trebaju odrediti vrijednost d.
Ucˇenici su odredili da je h = 3 metra i m = 12 metara. Trokut PGB je
jednakokracˇan kada je w = g2 . Iz ovoga su dobili da je d iznosi 3.43 metra.
Gledajuc´i vrijednost 7◦ kao mali broj mozˇemo pretpostaviti da nagib ceste nije
bitan. Medutim, ova analiza za ovaj realan primjer pokazuje da za pocˇetnu visinu
prikolice od 3 metra, da je opasna visina barem 30 centimetara viˇsa. Kao sˇto je
Pollak naveo, nagib ceste se ne mozˇe zanemariti.
Geometrija se protezˇe izvan dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih oblika u
Euklidskom prostoru kako bi ukljucˇila druga specijalna svojstva i vizualizacije.
Sljedec´i primjer prikazuje postupak modeliranja u kojem najocˇitiji geometrijski
model situacije - crtanje kruzˇnica i trazˇenje njihovih sjeciˇsta kojima je srediˇste lo-
kacija radio stanice - nije najkorisniji. Bolje bi bilo koristiti osnovni
prikaz iz teorije grafova kako bi se zabiljezˇile bitne informacije u danom problemu.
25
Primjer 5. Frekvencije radio postaja
Trebaju se dodijeliti frekvencije sedam novih radio postaja prikazanih na slici
7. Ovakvi zadaci se temelje na nekoliko uvjeta ukljucˇujuc´i moguc´nost stvaranja
smetnji ako dodijelimo istu frekvenciju postajama koje su preblizu jedna drugoj. U
ovoj pojednostavljenoj situaciji ako su dvije postaje udaljene manje od 322 kilometra
jedna od druge stvaraju smetnje ako se emitiranje vrsˇi na istoj frekvenciji, a postaje
udaljene viˇse od 322 kilometra mogu koristiti istu frekvenciju za emitiranje bez da
stvaranju smetnje jedna drugoj.
Slika 7
Kako se mozˇe iskoristiti graf pri dodjeljivanju frekvencija tako da se dodjeli
najmanji moguc´i broj frekvencije te da niti jedna postaja ne ometa drugu? Sˇto bi
predstavljao svaki vrh grafa, a sˇto brid? Koji je najmanji broj potrebnih frekvencija?
Ucˇenici su radili u grupama. Sve grupe su se slozˇila da vrh grafa predstavlja radio
postaju te bi graf imao sedam vrhova. Neke grupe su odlucˇila napraviti model grafa
u kojemu su dva vrha spojena bridom ako se nalaze unutar 322 kilometra. Druge
grupe su predlozˇile da se dva vrha spoje bridom ako je njihova udaljenost vec´a od
322 kilometra. Nakon dodatne rasprave, odabrao se prvi prijedlog.
Sljedec´i je zadatak bio da konstruiraju takav graf. Kako bi to napravili moraju
izracˇunati udaljenosti izmedu svakog para radio postaja. Za izracˇun su koristili
formulu udaljenost dvije tocˇke ili Pitagorin teorem te kalkulator. Ovdje je bitna
organizacija zbog brojnih izracˇuna. Neke grupe su racˇunale udaljenost pocˇevsˇi od
postaje A do ostalih sˇest postaja, zatim udaljenost od B pa do ostalih pet postaja i
tako dalje. Odredivanjem potrebnog broja izracˇuna mozˇe pomoc´i pri odredivanju da
li neka udaljenost nije izracˇunata.
Grupe su konstruirale grafove slicˇne grafu na slici 8 i onda su dodjeljivali
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Slika 8
frekvencije vrhovima tako da niti koja dva vrha spojena bridom nemaju istu
frekvenciju. Trazˇe metodu koja c´e koristiti najmanje frekvencija za ovaj graf. Jedna
grupa je svoje rjesˇenje objasnila na sljedec´i nacˇin: Pronasˇli smo da je cˇetiri najmanji
broj frekvencija koji se mozˇe iskoristiti. Prvo smo gledali skup vrhova od A do
D. Svaki od tih vrhova je spojen bridom sa svim ostalim vrhovima iz toga skupa.
Dakle, ne postoje dva vrha iz tog skupa koji imaju istu frekvenciju i to znacˇi da ne
mozˇemo imati manje do cˇetiri frekvencije. Nadalje, pretpostavimo da smo vrhu A
dali frekvenciju 1, vrhu B frekvenciju 2, vrhu C frekvenciju 3 i vrhu D frekvenciju 4.
Zadatak mozˇemo dovrsˇiti tako da frekvenciju 1 damo vrhu G (zato sˇto G ne ometa
postaju A), 2 dodijelimo F , i 3 dodijelimo E. Ovo dokazuje da ne trebamo koristiti
viˇse od cˇetiri frekvencije.
Primjetite da prikaz problema o frekvencijama pomoc´u grafova olaksˇava
strukturiranje argumenata da su dovoljne cˇetiri frekvencije - cˇak i algoritam
zadavanja frekvencija u ovom primjeru. Pronalazˇenje ucˇinkovitih algoritama za
analogne problema najmanjih frekvencija za vec´e grafove ostaje aktivno podrucˇje u
sadasˇnjem matematicˇkom istrazˇivanju. Slicˇni algoritmi mogu biti korisni u mnogim
situacijama.
2.3 Cˇetiri razine slozˇenosti
Wong i Bukalov su nastavnu jedinicu podijelili na paralelne zadatke kako bi
omoguc´ili ucˇenicima da istovremeno rjesˇavaju isti zadatak bez obzira na to sˇto se
nalaze na razlicˇitim razinama razumijevanja te lekcije. Zadatak je podijeljen na
cˇetiri dijela prema razinama slozˇenosti, a ucˇenici samostalno odabiru svoju razinu
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te imaju slobodu pomicanja medu tim razinama. Oni mogu pratiti svoj napredak te
na taj nacˇin znaju sˇto trebaju napraviti kako bi presˇli na vec´u razinu. Nastavni sat
se sastoji od uvodne rasprave u kojoj sudjeluju svi ucˇenici, samostalnog rada pod
nadzorom nastavnika te zakljucˇka u kojem sudjeluju svi ucˇenici. Njihov model je
jednostavan kako bi ga ostali nastavnici, ucˇenici i roditelji mogli razumjeti.
Podjelom problema na cˇetiri razine, pitanja na svakoj razini postaju slozˇenija
nego sˇto su bila na prethodnoj.
Zadaci s ovih razina se nalaze na jednom radnom listic´u koji je podijeljen svim
ucˇenicima kako bi mogli vidjeti pitanja sa svih razina. Ucˇenici sami odabiru s koje
c´e razine pocˇeti rjesˇavati zadatke. Slabiji ucˇenici mogu vjezˇbati zadatke s nizˇih
razina kako bi dosˇli do viˇsih. Neki ucˇenici mogu odabrati razinu koja zahtjeva bolje
razumijevanje nastavne jedinice nego sˇto oni posjeduju te se onda vrac´aju na nizˇu,
dok neki mogu otkriti da znaju rijesˇiti zadatke sa zahtjevnijih razina nego sˇto su
mislili u pocˇetku. Nastavnici trebaju podupirati ucˇenike da rjesˇavaju zadatke s viˇsih
razina ako su im zadaci na nizˇim prelagani i trebaju pruzˇiti pomoc´ onima koji ne
mogu sami odabrati prikladnu razinu
Prva razina je najjednostavnija i sadrzˇi zadatke koji se mogu rijesˇiti direktnom
uporabom zadanih podataka, poznatih metoda ili formula. Obicˇno zadaci s ove
razine ne zahtijevaju od ucˇenika koriˇstenje preciznog matematicˇkog jezika. Zadatak
koji se mozˇe pojaviti na ovoj razini od ucˇenika mozˇe trazˇiti da sa slike 9 pronadu
vrijednost x u najjednostavnijem zapisu. Ucˇenici mogu odmah uocˇiti dvije katete i
Slika 9
hipotenuzu trokuta te primijeniti Pitagorin poucˇak a2 + b2 = c2. Ime teorema se ne
treba navesti kao i razlog zasˇto je trokut ABC pravokutan.
Problem na drugoj razini zahtjeva dodatak korak izvan zadatka s prve razine.
Ovdje zadaci mogu zahtijevati da ucˇenici nacrtaju i precizno oznacˇe potrebne
elemente kada slika nije zadana. Dodatno se od ucˇenika mozˇe trazˇiti da algebarski
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zapiˇsu zadatak koji je iskazan rijecˇima. Uz zadatke na ovoj razini mogu postojati
uputstva o metodi koja se treba koristiti kako bi se on mogao rijesˇiti. Primjer
zadatka s ove razine je Duljine stranica trokuta su 25, 7 i 14. Odredite da li je trokut
pravokutan. Kako bi ucˇenici rijesˇili ovaj zadatak trebaju prepoznati da stranica
duljine 25 mora biti hipotenuza ako je trokut pravokutan. U ovom primjeru uputstvo
je bilo da se odredi da li je trokut pravokutan.
Zadaci s trec´e razine trazˇe od ucˇenika da samostalno odrede koje su
informacije potrebne za njihovo rjesˇavanje. Uobicˇajeno je to nekoliko formula,
teorema ili cˇinjenica. Mogu se pojaviti i konstrukcije od viˇse koraka te zadaci koji
zahtijevaju primjenu nekoliko teorema. Ova razina ne zahtijeva primjenu
deduktivnog razmiˇsljanja za formalan zapis euklidskih dokaza. Od ucˇenika se mozˇe
trazˇiti da sami odaberu odgovarajuc´u metodu za rjesˇavanje i da objasne svoje
zakljucˇke tako da navedu odgovarajuc´e definicije ili teoreme. Zadak s ove razine je U
jednakokracˇnom trapezu duljine baza su 14 cm i 30 cm. Duljine neparalelnih stranica
su 10 cm. Izracˇunaj visinu trapeza. Ucˇenici u ovom zadatku trebaju povezati
nekoliko ideja: pravilno crtanje skice i oznacˇavanje elemenata na njoj, prepoznavanje
da visina dijeli trapez na dva pravokutna trokuta i pravokutnik te na kraju koriˇstenje
Pitagorinog teorema kako bi se izracˇunala visina.
Cˇetvrta razina od ucˇenika trazˇi da koriste deduktivno razmiˇsljanje kako bi
dokazali matematicˇke tvrdnje. Ucˇenici moraju imati vjesˇtine zakljucˇivanja koje su
dovoljno dobre za pisanje formalnih dokaza. Zadaci ukljucˇuju formalne dokaze. U
zadatku na ovoj razini treba se objasniti kako slika 10 mozˇe biti iskoriˇstena za dokaz
Pitagorinog teorema.
Slika 10
Ova metoda nije prikladna za svaku nastavnu jedinicu. Neke teme zahtijevaju
puno izravnih uputa i one bi se tesˇko ostvarile koristec´i samo paralelne zadatke.
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Nastavnici trebaju biti oprezni prilikom odabira zadataka. Kolicˇina zadataka treba
biti podjednaka na svim razinama. Postoje razine koje zahtijevaju puno manje
vremena za rjesˇavanje te ucˇenici mogu zavrsˇiti ranije dok ostali moraju josˇ mnogo
raditi kako bi zavrsˇili zadatke svoje razine. Nekada se zadaci iz udzˇbenika mogu
organizirati po razinama.
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3 Zakljucˇivanje i razumijevanje u algebri
Na sˇkolskoj razini algebra se mozˇe opisati kao:
• manipulacija i tranformacija izraza zapisanih simbolima,
• generalizacija pravaila o brojevima i uzorcima,
• proucˇavanje struktura i sustava dobivenih iz izracˇuna i odnosa,
• niz pravila o transformiranju i rjesˇavanju jednadzˇbi,
• ucˇenje o varijablama, funkcijama i izrazˇavanju promjena i veza te
• matematicˇko modeliranje situacija unutar i izvan matematike.
Tradicionalnu sliku algebre cˇine zadaci pojednostavljivanja algebarskih izraza,
rjesˇavanja jednadzˇbi te ucˇenja pravila za manipuliranje simbolima. Algebra se u
sˇkolama predavala i ucˇila kao niz procedura koje nisu povezane s drugim poljima
matematike niti sa stvarnim zˇivotom ucˇenika.
Stvaranje veza i primjena novo stecˇenog znanja nije u centru tradicionalne
algebre. Koriˇsteni zadaci iz primjene nisu stvarni kao na primjer zadaci s godinama
i novcima. Ucˇenicima nije dana prilika da iskoriste svoje iskustvo niti im je pruzˇena
potpora da tumacˇe svoje znanje drugima. Umjesto toga, oni naucˇene procedure
pamte kao operacije koje se provode nad nizom simbola i rjesˇavaju zadatke koji nisu
od nikakvog znacˇaju u njihovim zˇivotima. Ucˇenici se ne ocjenjuju prema
njihovom razumijevanju matematicˇkih sadrzˇaja i potrebnom zakljucˇivanju nego prema
njihovoj sposobnosti da za rjesˇenje dobiju pravi niz simbola.
Algebarsko zakljucˇivanje i algebarski prikazi, kao sˇto su grafovi, tablice i
formule, predstavljaju jedan od najsnazˇnijih intelektualnih alata. Algebarski
zapis koji danas koristimo predstavlja veliki uspjeh jer nam dopusˇta kompaktan zapis
slozˇenih izracˇuna i problema. Medutim, upravo ta kompaktnost mozˇe biti zapreka u
razumijevanju. Bez nekog algebarskog zapisa viˇsa matematika ne bi mogla postojati
pa onda ni tehnologija i moderan zˇivot kakvog znamo. Osnovni zadatak nastavnika
je pomoc´i ucˇenicima pri donosˇenju zakljucˇaka bez obzira na tu zapreku. Izazov je u
pronalasku nacˇina kako algebru ucˇiniti dostupnom svim ucˇenicima, pronac´i nacˇine
predavanja koji c´e ucˇiniti atmosferu u razredu pogodnom za ucˇenje s
razumijevanjem.
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Kljucˇni elementi zakljucˇivanja i razumijevanja algebarskih simbola ukljucˇuju:
• smislenu uporabu simbola - odabir varijabli te smislena konstrukcija
izraza i jednadzˇbi, tumacˇenje oblika izraza i jednadzˇbi, manipulacija
izrazima kako bi se mogla donijeti zanimljiva tumacˇenja;
• promiˇsljenu manipulaciju - povezivanje manipulacija sa aritmeticˇkim
pravilima, predvidanje rezultata manipulacija, odabir postupaka ovisno
o smislu;
• argumentirano rjesˇavanje - vidjeti korake rjesˇenja kao zakljucˇke o
jednakosti, tumacˇenje rjesˇenja u kontekstu;
• povezivanje algebre s geometrijom - algebarski prikaz geometrijskih
situacija i geometrijski prikaz algebarskih situacija, koriˇstenje veza za
rjesˇavanje problema te
• povezivanje izraza i funkcija - koriˇstenje vec´eg broja algebarskih prikaza
za razumijevanje funkcija; rad s funkcijskim zapisom.
Slijedi detaljan opis kljucˇnih elemenata.
3.1 Smislena uporaba simbola
Kako bi ucˇenici razumjeli algebarske simbole, moraju razumjeti osnovne operacije
i postati tecˇni u pravilnom zapisivanju. Ucˇenje znacˇenja zapisa i simbola se cˇini
najuspjesˇnijima kada ucˇenici znaju sˇto se izrazˇava i kada imaju dovoljno vremena
da postanu tecˇni u koriˇstenju algebarskog zapisa.
Smislena uporaba simbola ukljucˇuje pazˇljivo definiranje znacˇenja simbola
uvedenih u rjesˇavanju problema, ukljucˇujuc´i navodenje jedinica i razlikovanje
varijabla koje se mogu pojaviti u tri razlicˇita slucˇaja - kao nepoznanice (na primjer:
pronadi vrijednost Q tako da je 3Q − 4 = 11), kao mjesta koja mogu primiti niz
vrijednosti (na primjer: a + c = c + a za sve a i c) i kao parametri funkcije (na
primjer: Koja je posljedica povec´anja m na grafu y = mx + b?)
Dugorocˇni cilj ucˇenja algebre je tecˇnost, odnosno skoro automatska lakoc´a
manipuliranja algebarskim izrazima koja mozˇe nalikovati na ono sˇto se cˇesto zove
nepromiˇsljenom manipulacijom. Ova lakoc´a najbolje se mozˇe postic´i ako se prvo ucˇi
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da je bitno dobro obratiti pazˇnju na tumacˇenje izraza na formalnoj razini i
iskaza vezanih za situacije iz svakodnevnog zˇivota. Na pocˇetku naglasak treba biti
na uputstvima pri donosˇenju i objasˇnjavanju zakljucˇaka kod formiranja i
manipuliranja matematicˇkim izrazima. Kako raste udobnost s algebarskim izrazima,
njihovo konstruiranje i tumacˇenje zahtjeva sve manje napora i na kraju postaje skoro
nesvjesno. Pravi temelj za algebarsku manipulaciju je usredotocˇenost na znacˇenje i
strukturu.
Zakljucˇivanje temeljeno na algebarskim izrazima ovisi o moguc´nosti njihovog
cˇitanja na razlicˇite nacˇine. Na primjer, vidimo 3− (4− x)2 kao 3 minus kvadratna
velicˇina i time kao vrijednost manju ili jednaku od 3, kao funkciju 4−x i kao funkciju
od x.
U sljedec´em primjeru ucˇenici trebaju interpretirati svrhu razlicˇitih oblika istog
izraza.
Primjer 6. Bacanje potkove
Visina bacˇene potkove ovisi o vremenu koje je proteklo od trenutka kada je ona
pusˇtena kao sˇto je prikazano na slici 11. Uocˇite kako je graf parabola, ali ne mora biti
isti kao graf put potkove. Visina (mjerena u metrima) je funkcija vremena (mjerenog
u sekundama) od trenutka pusˇtanja i dana je sljedec´om formulom
1 316 + 18t− 16t
2.
Slika 11
Izrazi od a) do d) su ekvivalentni.
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a) 1 316 + 18t− 16t2
b) −16(t− 1916)(t + 116)
c) 116(19− 16t)(16t + 1)
d) −16(t− 916)2 + 10016
Koji izraz je najkorisniji za trazˇenje maksimalne visine potkova i zasˇto?
Jedna grupa je izlozˇila svoje rjesˇenje. Eliminirali su izraz a) jer su zakljucˇili da
iz njega mogu odrediti pocˇetnu visinu i pocˇetnu brzinu. Izrazi b) i c) su skoro slicˇni
osim sˇto je u c) iz faktora izlucˇen nazivnik i stavljen na pocˇetku izraza. Jedna osoba
iz te grupe je iskoristila b) kako bi pronasˇao nultocˇke (1916 i − 116) i poloviˇste ( 916) koje
bi trebalo predstavljati vrijeme kada je postignuta maksimalna visina. Na kraju su
se odlucˇila za d) zato sˇto je izraz −16(t − 916)2 uvijek negativan ili je nula. Iz toga
mozˇemo vidjeti da visina nikad ne ide iznad 10016 stopa i da postiˇze tu visinu za t =
9
16
sekundi, sˇto je jednako poloviˇstu dobivenom iz b).
Ovaj primjer mozˇe izazvati zbunjenost ucˇenika kod prikaza stvarnog leta nekog
objekta (u ovom slucˇaju potkove) i grafa koji prikazuje vezu izmedu vremena i
visine. Nastavnici moraju biti osjetljivi na ovaj problem jer se on pojavljuje kod
vec´ine ucˇenika. Kako bi ga razjasnili nastavnici mogu postavljati pitanja kao sˇto je
Sˇto mislite koliko daleko c´e potkova pasti? ili Kako usporediti skale dvije osi?
3.2 Promiˇsljena manipulacija
Promiˇsljena manipulacija ukljucˇuje ucˇenje algebarske manipulacije kao proces
voden razumijevanjem i ciljevima zadatka buduc´i da osnovna pravila aritmetike daju
obrazlozˇenje za sve opravdane manipulacije polinomijalnih izraza. Od tih, svojstvo
distribucije, jedino pravilo koje povezuje zbrajanje i mnozˇenje, je ono na koje se
stalno moramo pozivati kada radimo nesˇto sˇto istodobno ukljucˇuje obje operacije,
ukljucˇujuc´i sˇiroki raspon manipulacija: prosˇirivanje, faktorizaciju,
pojednostavljivanje, svodenje razlomaka na zajednicˇki nazivnik i druge.
Sedmi primjer prikazuje razliku izmedu nepromiˇsljene i promiˇsljene manipulacije
prilikom mnozˇenja polinoma. Takoder prikazuje vazˇnost organiziranja rjesˇenja.
Primjer 7. Distribucija
Ucˇenici trebaju prosˇiriti sljedec´a dva izraza:
a) (1 + x3)(1 + x + x2) b) (1− x)(1 + x + x2)
Jedan ucˇenik je za rjesˇenje prvog zadatka dobio 1 + x2 + x3 + x5. Drugi ucˇenik
ga je ispravio i rekao da je zaboravio produkte srednjeg cˇlana, x, drugog faktora.
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Svojstvo distributivnosti znacˇi da moramo pomnozˇiti svaki element jednog faktora sa
svakim elementom drugog faktora i onda zbrojiti sve produkte. Tako dobijemo
(1 + x3)(1 + x + x2) = 1 · 1 + 1 · x + 1 · x2 + x3 · 1 + x3 · x + x3 · x2
= 1 + x + x2 + x3 + x4 + x5.
Dodatno je naveo da ovaj postupak zove ”svaki sa svakim” te da voli vizualizirati
korake i zapisati sˇto je manje moguc´e. Na primjer, kada on primjeni postupak
”svaki sa svakim” na
(1− x)(1 + x + x2) = 1 + x + x2 − x− x2 − x3 = 1− x3,
vidi da kada se drugi i trec´i izraz pomnozˇi s 1 suprotni od prvog i drugog izraza
pomnozˇenih s −x, te na kraju mozˇe zapisati samo preostale izraze.
3.3 Argumentirano rjesˇavanje
Rjesˇavanje jednadzˇbi je ciljno orijentiran proces logicˇkih argumenata. Temeljen
je na opc´im principima jednakosti i procedurama algebarske manipulacije u skladu s
aritmeticˇkim pravilima. Prilikom rjesˇavanja problema koriˇstenjem jednadzˇbi treba
obratiti pozornost na sve tezˇe probleme koji se protezˇu izmedu granica aritmetike
i algebre. Takvi problemi mogu pomoc´i ucˇenicima da vide algebru kao smislenu
aktivnost koja prosˇiruje vjesˇtine rjesˇavanja problema u domene kao sˇto je
aritmetika u kojoj je donosˇenje zakljucˇaka postalo sve slozˇenije i nespretnije. Ucˇenicima
mozˇe pomoc´i trazˇenje paralela izmedu algebarskih i aritmeticˇkih metoda kako bi
shvatili da algebra nije nesˇto posve novo nego jednostavno moc´niji alat pri bavljenju
s problemima kojima je tezˇe pristupiti na aritmeticˇki nacˇin.
Osmim primjerom je ilustrirano argumentirano rjesˇavanje jednadzˇbi. Iako je
jedan ucˇenik koristio standardni algebarski pristup, a ostali zakljucˇivanje temeljeno
na konkretnom kontekstu, koraci u njihovim rjesˇenjima su u susˇtini jednaki. Primjeri
ovakvog oblika mogu pomoc´i ucˇenicima da vide algebru kao konkretno prosˇirenje
aritmeticˇkog zakljucˇivanja.
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Primjer 8. Trazˇenje ravnotezˇe
Sapun na jednoj strani vage je u ravnotezˇi s 34 sapuna jednake tezˇine i
3
4-kilograma
na drugoj strani. Koliko tezˇi sapun? Zadatak rijesˇi koristec´i algebarske jednadzˇbe i
direktnim aritmeticˇkim zakljucˇivanjem.
Ucˇenik 1: Ako je x tezˇina sapuna u kilogramima, onda jedna strana vage tezˇi x
kilograma a druga strana tezˇi 34x +
3
4 te iz toga vrijedi
x = 34x +
3
4 .
Oduzimanjem 34x s obje strane dobivamo
1
4x =
3
4
te je x = 3.
Ucˇenik 2: Lagano je i bez koriˇstenja jednadzˇbe. Ako je jedan sapun u ravnotezˇi s 34
drugog sapuna i 34 kilograma, uzmimo
3
4 sapuna s obje strane. Tada c´e na jednoj
strani ostati 34 sapuna, a na drugoj
3
4 kg. Dakle, cˇetvrtina sapuna tezˇi
3
4 kg. Cijeli
sapun cˇine cˇetiri cˇetvrtine pa c´e to cˇiniti 3 kg.
Prvi ucˇenik je uocˇio da je drugi ucˇenik napravio istu stvar kao i on samo sˇto
nije koristio varijablu x.
3.4 Povezivanje algebre s geometrijom
Izmedu algebre i geometrije postoji uzajaman utjecaj: geometrijski prikazi kao
sˇto su grafovi i likovi mogu baciti svjetlo na algebarske izraze i jednadzˇbe te
algebarski prikazi se mogu iskoristiti za utvrdivanje geometrijski odnosa.
Model povrsˇine koristi pravokutnik za mnozˇenje i dijeljenje cijelih brojeva i za
mnozˇenje razlomaka (slika 12). Deveti primjer pokazuje kako se ovaj model mozˇe
prosˇiriti na geometrijski privlacˇan nacˇin kako bi se pomoglo ucˇenicima u
razumijevanju popunjavanja kvadrata koji je njima cˇesto tajanstven. Dodatno, ovaj
primjer ilustrira snagu efikasnog prikaza kao bazu za zakljucˇivanje i prikazuje kako
otkrivena struktura u ovakvom prikazu mozˇe voditi do opc´eg rjesˇenja.
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(a) mnozˇenje cijelih brojeva
(b) mnozˇenje razlomaka
Slika 12: Model povrsˇine
Primjer 9. Kvadriraj
Ucˇenici su u ovom primjeru trebali rijesˇiti jednadzˇbu x2 + 10x = 144 koristec´i
model povrsˇine.
Nastavnik: Mozˇe li netko vidjeti kako treba misliti o x2 + 10x kao povrsˇini?
Ucˇenik 1: x2 je povrsˇina kvadrata sa stranicama x, a 10x je povrsˇina pravokutnika
sa stranicama 10 i x, pa mozˇemo spojiti pravokutnik i kvadrat kao na slici 13. Ali
ne vidim kako to pomazˇe.
Ucˇenik 2: Mozˇda ako bi znali kolika je povrsˇina kvadrata mozˇemo samo korjenovati
kako bi pronasˇli x.
Nastavnik: Postoji li nacˇin kako bi mogli preurediti sliku tako da nalikuje kvadratu?
Ucˇenik 1: Ako pravokutnik podijelimo u dva pravokutnika sˇirine 5, mozˇemo jedan
staviti sa svake strane kao na slici 14.
Ucˇenik 2: Ali to nije potpuni kvadrat jer nedostaje jedan kut.
Nastavnik: Kolika je povrsˇina tog kuta?
Ucˇenik 2: Mora biti 25 jer se on podudara s rubovima pravokutnika i onda su
njegove stranice duljine 5. Kako je sivo podrucˇje 144, povrsˇina velikog kvadrata je
144 + 25 = 169.
Ucˇenik 1: To znacˇi da je duljine stranice kvadrata 13 pa iz x + 5 = 13 dobijemo da
je x = 8.
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Slika 13
Ucˇenik 2: Ne bi li trebalo postojati josˇ neko rjesˇenje s obzirom na to da x + 5
kvadriramo?
Slika 14
Nastavnik: Pogledajmo malo bolje. Mozˇete li algebarski zapisati ono sˇto se napravili?
Ucˇenik 2: Zapocˇeli smo s x2 + 10x = 144 i onda smo dodali 25 na 144. Mislim da to
onda znacˇi da smo dodali 25 na obje strane jednadzˇbe i dobili x2 + 10x + 25 = 169.
Ucˇenik 1: Kako bi dobili 25, podijelili smo 10 s 2 kako bi dobili 5 i onda to kvadrirali
da dobijemo 25.
Ucˇenik 2: Da i onda je lijeva strana potpuni kvadrat te smo dobili (x + 5)2 = 169.
Ucˇenik 1: Ovaj algebarski nacˇin nam daje oba rjesˇenja zato sˇto dobijemo x+ 5 = 13
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ili x + 5 = −13 te iz toga izracˇunamo da je x = 8 ili x = −8, ali mislim da nam
model povrsˇine ne mozˇe dati negativno rjesˇenje.
Nastavnik: Odlicˇno uocˇavanje. Proces dodavanja konstante kvadratnom izrazu kako
bi dobili potpuni kvadrat zove se ”svodenje na potpuni kvadrat”. U geometrijskoj
interpretaciji samo pronadete konstantu dodavanjem kuta koji nedostaje. Mozˇete li
vidjeti kako ovaj postupak radi i za druge kvadratne jednadzˇbe?
Nastavnik mozˇe nastaviti ovu raspravu koja c´e voditi do razvoja kvadratne formule.
3.5 Povezivanja izraza i funkcija
Viˇsestruki prikazi funkcija - simbolicˇki, graficˇki, numericˇki i verbalni - su cˇesto
prisutni. Razlicˇiti, ali ekvivalentni nacˇini zapisivanja iste funkcije mogu otkriti
razlicˇita svojstva funkcije kao sˇto smo vidjeli u sˇestom primjeru.
Simbolicˇki prikaz prelazi u viˇsu razini kada pocˇnemo koristiti slova za prikaz
funkcija i uvodenje funkcijskog zapisa. Cˇesto se prijede preko vazˇnosti ovog
prijelaza. Srednjosˇkolci imaju tesˇkoc´a s prosˇirivanjem osnovnih aritmeticˇkih
operacija na funkcije i s kompozicijama funkcija. Uvodenjem ovih iskustava u
nastavu ucˇenicima se mozˇe pomoc´i pri povec´anju razumijevanja ovih koncepata i
poboljˇsanju sposobnosti za stvaranjem veza.
Gradnja tecˇnosti u radu s algebarskim zapisom koji je utemeljen na zakljucˇivanju
i razumijevanju, ucˇenicima c´e osigurati fleksibilnost pri koriˇstenju algebarskih alata
u razlicˇitim situacijama unutar i izvan matematike.
Sljedec´i primjer prikazuje snagu koriˇstenja tehnologije za povezivanje funkcija i
izraza u apstraktnom matematicˇkom kontekstu.
Primjer 10. Funkcije
U niˇzim razredima ucˇenici su se susretali sa zadacima u kojima su trebali pronac´i
sljedec´i element niza poput 3, 7, 11. Jedno moguc´e rjesˇenje je 15, ako pretpostavimo
da je niz generiran vrijednostima f(x) = 4x − 1 za x = 1, 2, 3. Medutim jesu li to
sva moguc´a rjesˇenja?
Nastavnik: Pronadite niz generiran vrijednostima g(x) = x3 − 6x3 + 15x − 7 za
x = 1, 2, 3.
Ucˇenik: Dobio sam g(1) = 3, g(2) = 7 i g(2) = 11. To je isti niz: 3, 7, 11.
Nastavnik: Koji bi bio iduc´i cˇlan ako koristite g(x) umjesto f(x)?
Ucˇenik: Dobije se g(x) = 21 i to je drugacˇije od onoga sˇto dobijemo kada koristimo
f(x).
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Nastavnik: Mozˇete li pronac´i druge polinome koji generiraju niz 3, 7, 11?
Ucˇenik: Ja ne kuzˇim kako ste vi uopc´e dosˇli do ovog kuba za g.
Nastavnik: Sˇto znacˇi kada kazˇemo da je g(1) = 3?
Ucˇenik: Znacˇi da je y jednak 3 kada je x = 1.
Slika 15
Nastavnik: Kako onda mogu dvije razlicˇite funkcije, f i g, imati jednake vrijednosti
za x = 1, 2, 3?
Ucˇenik: Mislim da bi oba njihova grafa trebala imati iste vrijednosti za y. To bi onda
znacˇilo da se oni moraju sjec´i u barem tri tocˇke. Pricˇekajte malo dok ih ne nacrtam
da provjerim. (Slika 15.) Da, kada sam ih nacrtao, vidim da graf pravca f(x) sjecˇe
graf g(x) za x = 1, 2, 3.
Nastavnik: Mozˇesˇ li sada skuzˇiti kako graficˇki pronac´i druge polinome?
Ucˇenik: Mozˇe mogu smisliti nacˇin kako promijeniti oblik kubnog grafa a da zadrzˇi
iste tocˇke sjeciˇsta.
Nastavnik: Kako bi to napravio algebarski?
Ucˇenik: Mogu probati prosˇiriti razliku izmedu f(x) i g(x) koja je
g(x) − f(x) = x3 − 6x2 + 11x − 6. Na primjer, mogu to utrostrucˇiti i dodati to na
f(x) i dobiti 4x− 1 + 3(x3 − 6x2 + 11x− 6) = 3x3 − 18x2 + 37x− 19.
Nastavnik: Odlicˇno. Postoji li nesˇto posebno kod polinoma x3 − 6x2 + 11x − 6 sˇto
cˇini da ovo funkcionira?
Ucˇenik: Koliko ja vidim ne postoji.
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Slika 16
Nastavnik: Probaj to faktorizirati.
Ucˇenik: Dobio sam x3 − 6x2 + 11x − 6 = (x − 1)(x − 2)(x − 3). Vidim sada.
Kada gledam faktorizirani oblik mogu vidjeti da je razlika izmedu f(x) i g(x) 0 za
x = 1, 2, 3. Iz toga mogu dobiti puno polinoma koji generiraju isti niz ako f(x)
dodam ovaj pomnozˇeni polinom.
Nastavnik: Koji je opc´i oblik takvog polinoma?
Ucˇenik: To je 4x− 1 + k(x− 1)(x− 2)(x− 3) gdje je k bilo koji realan broj. Kada
to nacrtam (slika 16), mogu vidjeti da kako se k povec´ava graf polinoma se udaljava
od pravca.
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Sazˇetak
Zakljucˇivanje i razumijevanje smisla proucˇavanog sadrzˇaja predstavljaja temelj
matematike. Rekonstrukcijom matematicˇkih programa u sˇkolama povec´ava se ucˇenikov
razvoj u sadrzˇajnom i proceduralnom znanju koji je potreban ucˇenicima kako bi bili
uspjesˇni u nastavku ucˇenja matematike i u svojim zˇivotima. Zakljucˇivanje i
razumijevanje matematicˇkih sadrzˇaja su nerazdvojni u razvoju matematicˇke
kompetencije te su usko povezani. Zakljucˇivanje u matematici zahtjeva vec´u razinu
razumijevanja. Povezivanje nastavnih jedinica predstavlja najbolju strategiju kojom
ucˇenici mogu razumiti cilj lekcije.
Geometrija nudi mnoge moguc´nosti za razvoj navika zakljucˇivanja kroz razlicˇite
zanimljive primjere. Kljucˇni elementi zakljucˇivanja i razumijevanja geometrije
obuhvac´aju pretpostavke o geometrijskim objektima, oblikovanje i vrednovanje
geometrijskih argumenata, razlicˇite geometrijske pristupe te geometrijske veze i
modele.
Kljucˇni elementi zakljucˇivanja u algebri su smislena uporaba simbola, promiˇsljena
manipulacija, argumentirano rjesˇavanje zadataka, povezivanje s geometrijom te
povezivanje izraza i funkcija. Dugorocˇni cilj ucˇenja algebre je lakoc´a manipuliranja
algebarskim izrazima.
Kljucˇne rijecˇi: zakljucˇivanje, razumijevanje, geometrija, algebra
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Summary
Reasoning and sense making of content that a person study represents the
foundation of mathematics. Reconstruction of mathematical programs in schools
increases students development in procedural way that is esential for successfull
extension of the process of learning mathematics. Reasoning and sense making of
mathematical content are inseparable in development of mathematical competence
and are closely related. Reasoning in mathematics demands higher level of
understanding. Connecting lectures represents the best strategy for understanding
the point of lecture.
Geometry offers many opportunities for development of reasoning habits through
different interesting examples. The key elements for reasoning and sense making of
geometry covers conjectures about geometric objects, construction and evaluation
of geometric arguments, multiple geometric approaches and geometric connections
and modeling.
The key elements of reasoning with algebra are meaningful use of symbols,
mindful manipulation, reasoned solving, conecting algebra with geometry and
linking expressions and functions. Long term purpose of studying algebra is
algebraic expression manipulating with easiness.
Keywords: reasoning, sense making, geometry, algebra
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